Arvores Digitais

Fonte de consulta: Szwarcfiter, J.; Markezon, L. Estruturas
de Dados e seus Algoritmos, 3a. ed. LTC. Capitulol11




Premissas do que vimos até aqui

» As chaves tem tamanho fixo

» As chaves cabem em uma palavra do computador (para
propiciar manipulagao eficiente em memoria)
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Busca Digital
» Arvore Digital

» Arvore Digital Binaria
» Arvore Patricia (implementacio eficiente de Arvore
Digital Binaria)



Arvores Digitais

» Tambeém chamadas de Tries
» Chave nao é indivisivel

Considera-se que uma chave € uma sequéncia de digitos que
podem ser usados na indexagao

» Ao invés de comparar a chave inteira,a comparagao €
feita digito a digito



Chaves Indexadas:

— madri
-_JXCmPIO barcelona
(X
manaus

paris

p a T l S
OO
d °
(O-Cr
b







Exemplo: Buscar a chave madri
r t 0
OO0
S ANOHOO
Ol 00,0,
d .
O
oo e 0o 0 e 0 0:
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Exemplo: Buscar a chave bahia
r t 0
OO0
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Oaln 0,0.0,
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O

loto e e o 0 0 0"
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Exemplo: Buscar a chave bahia
r t 0
OO0
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O
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Exemplo: Buscar a chave bahia




Definicoes
» S={s,.,s,} € o conjunto de chaves a serem indexadas

» Cada chave s; € formada por uma sequéncia de elementos
d; denominados digitos

» Supoe-se que existe, em S, um total de m digitos distintos,
que compoe o alfabeto de §

» Os digitos do alfabeto admitem ordenagao, tal que d, <.
<d,

» Os p primeiros digitos de uma chave compoem o
prefixo de tamanho p da chave
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Definicoes

» Uma arvore digital para S € uma arvore m-aria T, nao
vazia, tal que:
Se um no v é o j-ésimo filho de seu pai, entao v corresponde
ao digito d; do alfabeto de S (isso exige que a posicao dos nos

que nao existem seja preservada, para o caso de precisarem
ser inseridos no futuro)

Para cada no v, a sequencia de digitos definida pelo caminho
desde a raiz de T até v corresponde a um prefixo de alguma
chave de S

» A raiz da arvore sempre existe e nao corresponde a
nenhum digito do alfabeto

16



No exemplo anterior

» S = {madri, barcelona, ma, manaus, paris, porto}
» Alfabeto de S ={a,b,c,d,e,i,l,m,n,0,p, 1, s, ¢, u}

r t 0
OO
S ANOOO
Oaln 0,00,
d .
O~
b
17




Exemplo que mostra espaco preservado




Representacao da arvore

» Alfabeto de tamanho m (arvore m-aria)

» Cada né v apontado por pt (pt # A) possui m filhos
ordenados apontados por pt T.pont[1], ..., pt T.pont[m],
respectivamente

» Se algum i-ésimo filho desse no estiver ausente, entao
pt T.pont[i] = A

» Se v for no terminal de alguma chave, entao v.info =
terminal. Caso contrario, v.info = ndo terminal
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Procedimento de Busca

» A chave x a ser procurada possui k digitos,
denotados por d[1], ..., d[K]

» O parametro pt indica o no corrente da arvore

» Os parametros L € a indicam o resultado da
busca

L. = tamanho do maior prefixo de x que coincide com
um prefixo de alguma chave. Esse prefixo € obtido
percorrendo-se a arvore desde sua raiz até o no w
apontado por pt ao final do processo

Se a = 1, chave foi encontrada no no w, caso
contrario, a = 0
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Procedimento Busca Digital

/* Procedimento assume que a arvore €
representada conforme slides anteriores
A chamada externa é:

buscadig(x, pt, L, a), com pt = ptraiz, L. = 0O,
a = 0; x € a chave a ser buscada

*/
procedimento buscadig(x, pt, 1, a)
se L < k entao
seja j a posicao de d(L+1) na ordenacao do alfabeto
se ptT.pont[j| # A entdo
pt := ptT.pont[j];
L:=L+1
buscadig(x, pt, L, a)
sendo se ptT.info = terminal entdo a := 1

21 Fonte: Algoritmo 11.1, pagina 261



Exemplo: buscar chave bahia
r t 0
OO
") NOOO
pt
0 d .
ot o e 0 0 0 0 0
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Exemplo: buscar chave bahia
r t 0

O OO

" AONOO]
pt
0 d .

pt
b a r C e 1 0 n a
MNOL0L0~,0,0L0,0L0
a=0
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Exemplo: buscar chave bahia
r t 0
OO
") NOOO
O @ Q (O
pt

QQ‘Q““
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Exemplo: buscar chave bahia
r t 0
OO
") NOOO
O @ C (O
pt

00 YOYAAN
L_l

Nesse ponto nao existe
aresta rotulada com ’h”.
Busca ¢ encerrada, coma =0

o
Il
o O
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Insercao

4

Para incluir uma nova chave x = d(1), ..., d(k) numa
arvore digital m-aria, utiliza-se o procedimento de
busca

Se x foi localizado, inclusao invalida

Caso contrario, a busca determina o no w apontado
por pt, tal que o caminho da raiz até w corresponde
ao maior prefixo de chave que coincide com x. O
tamanho [ desse prefixo também €& conhecido

Seja j a posicao de d(.+1) na ordenacao de digitos.
Um novo no € incluido na arvore de modo a se
constituir o j-ésimo filho de w

O processo se repete até que todos os digitos de x
tenham sido esgotados
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Exemplo: inserir chave bahia
r t 0
OO
") NOOO
O @ Q (O
pt

QQ‘Q““
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Exemplo: inserir chave bahia
r t 0

OO

" AONOO]
pt
0 d .

pt pt

b a r C e 1 0 n a
O OO OO0

a=2o0 2

oh

L
a

L
a
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Exemplo: inserir chave bahia
r t 0
OO
S ANOROROY
pt
0 d .
pt

2

o NOC

L
a

pt
O
L=1

a=2o0

L
a
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Exemplo: inserir chave bahia
r t 0
OO
S ANOROROY
pt
0 d .
pt

2

o NOOr

L
a

pt
O
L=1

a=2o0

L
a

30



Procedimento Insere

procedimento insere(x, ptraiz)

pt := ptraiz
L:=0
a:=0

buscadig(x, pt, L, a)
se a = 0 entao
parah=L+1, ..., kfaca
seja j a posicao de d(h) na ordenacao do alfabeto
ocupar(ptz)
parai=1, ..., m faca ptzT.pont[i] := A
ptT.pont[j] := ptz
ptz.info := nao terminal
pt := ptz
ptT.info = terminal
senao “inclusao invalida”

31 Fonte: Algoritmo 11.2, pagina 262



Uso de Arvores Digitais

» Bastante utilizadas para implementar verificacao
ortografica e dicionarios
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Consideracoes sobre Arvores Digitais

» Consomem muito espago em memoria
Para uma arvore com n chaves de tamanho maximo t com
prefixos distintos, o espago necessario seria O(n m t)
» Arvores com muitos Zigue-zagues quase sempre sao
ineficientes (um zigue-zague de uma arvore T € uma

subarvore parcial cujos nos possuem apenas um unico
filho em T)

33



Busca Digital
» Arvore Digital
» Arvore Digital Binaria

» Arvore Patricia (implementacio eficiente de Arvore
Digital Binaria)
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Arvore Digital Binaria
» E simplesmente o caso binario de uma arvore digital,
onde m =2

» Alfabeto é representado por {0, 1}

» Vantagens:

Numero de ponteiros NULL € menor (ocupa menos espago)

Chaves podem ser facilmente convertidas em binario
» Desvantagem:

Zigue-zagues ainda podem ocorrer
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Arvore Binaria de Prefixos

» E uma Arvore Digital Binaria onde nenhuma chave é
prefixo de outra

» Propriedade interessante: todas as chaves estao nas folhas

36



Contra Exemplo

00cC )

00010 - %& 1

01160 0

?(1)01 101 0 = y 0
1810 & (O A

Fonte: Figura 11.2, pag. 254
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Uso de arvores de Prefixo

» Sao muito usadas para aplicagoes de codificagao e
compressao

» Nas proximas aulas aprenderemos a usar esse tipo de
arvore para gerar codigos unicos onde um nao € prefixo
do outro (propriedade necessaria para viabilizar a
decodificagao)
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Busca Digital
» Arvore Digital
» Arvore Digital Binaria

» Arvore Patricia (implementagio eficiente de Arvore
Digital Binaria)
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Arvore Patricia

» Construida a partir da arvore binaria de
prefixos

» S ={sq, ..., S, sSdo as chaves indexadas pela
arvore

» Nenhuma chave s, é prefixo de outra

41



Motivacao: Busca por s, (11100) em

Arvore Digital Binaria

» A certo ponto do caminho, a busca entra em
um zigue-zague (vq, V,)

» Em cada no do zigue-zague, ha sempre uma
unica opcao de caminho

» Ideia: g0
s. - 1000 3 Bo b A0y
Ao chegar em v, s, - 10010 - e
. s, - 11100 £a R
pular para o quinto R Y, WD,
o S 1101 0/ N 1
digito A -
- : .. () e
E preciso adicionar G NG
: 5 875 N
essa informacao em v, -
0, s Q7
A .
'.\S :.> 4 | |.. "_|
0 ’ /.r’ 0 . / \ \1
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Arvore Patricia

» Cada vértice v possui um rotulo r(v) que sera
usado para “cortar caminho”
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Construcao de Arvore Patricia

» Seja H a Arvore de Prefixos original

» Construir a Arvore Patricia T da seguinte forma:

Para cada zigue-zague v, ..., v, em H:
Se v, € um no folha referente a chave s;, compactar vy, ...,
v, em v, e definir r(v,) = s;.
Caso contrario, v, possui o filho w. Compactar vy, ..., v, w
em v, € definir r(v,) = nively(v,) + k

Se algum veértice v de T permaneceu sem rotulo,
definir rotulo r(v) = nively(v)

44



s;=0
s, = 1000
s; = 10010

Arvores He T s, = 11100

ss=11101

Arvore PatriciaT correspondente
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Propriedade dos Rotulos da Arvore
Patricia

» Em uma busca por chave x, o rotulo de um no
v, nao folha, € o indice do digito de x relativo a v

s;=0
s, = 1000
s; = 10010

s, =11100
ss=11101
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Exemplo: buscar chave 11101
» 11101

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100

ss = 11101
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Exemplo: buscar chave 11101
» 11101

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100

ss = 11101
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Exemplo: buscar chave 11101
» 11101

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100

ss = 11101
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Exemplo
» 11101

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100
ss=11101

59

: buscar chave 11101




Procedimento Busca

/* procedimento retorna a = 1 se chegar a uma folha
nesse caso ainda € necessario comparar X com o rotulo
do no apontado por pt para concluir que a chave x foi
encontrada

*/

procedimento buscapat(x, pt, a)
se ptT.esq = A
entao a ;=1
sendo se k < ptT.r entdo a := 2

sendo se d[ptT.r] = 0 entdo
pt = ptT.esq
buscapat(x, pt, a)
sendo pt := ptT.dir
buscapat(x, pt, a)

00 Fonte: Algoritmo 11.3, pagina 267



Insercao numa Arvore Patricia T

4

Efetuar busca da chave x em T (x tem comprimento
k)
A busca termina num no y (interno ou folha) de T

Selecionar y’, um dos nos folha descendentes de v.
Seja s; a chave contida em y’ (Se y € folha, vy’ = y)

Seja . o comprimento do maior prefixo comum de x
e s; (ou seja, x e s; coincidem exatamente até o L-
ésimo digito)

Seja ¢ o comprimento de s;

Se L = k, insercao invalida (x é prefixo de s;)

Se L = ¢, insercao invalida (s; € prefixo de x)

61



Se insercao for valida

» Determinar no z de T onde sera feita a inclusao

» Se y’ € o inicono em T, entao z = y’

» Senao, seja z’ o pai de y’, e A o caminho da raiz de
T até z’

» Ser(z’)<L+ 1lentaoz =y’

» Quando r(z’) > L + 1, z sera o nd de A mais proximo
da raizde T, tal que r(z) > . + 1

» Criar dois nos novos, v € w, com rotulos r(v) = L +
1, r(w) = x. O pai de v sera o antigo pai de z. Os
filhos de v serao w e z, sendo w o filho esquerdo se
d( + 1) = 0 ou o direito quando d(. + 1) = 1

» Se z era a raiz de T, a nova raiz passa a ser V.

62



Exemplo: insercao invalida
Inserir chave 10

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100
ss=11101
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Exemplo: insercao invalida
Inserir chave 10

s;=0

s, = 1000

s; = 10010
s, = 11100
ss=11101




Exemplo: insercao invalida
Inserir chave 10

s, = 1000
= 10010

s, = 11100

ss = 11101




Exemplo: insercao invalida
Inserir chave 10

s;=0

s, = 1000
10010
s, =11100
ss=11101

()]
w
i

Buscar 10

A busca termina num no y (interno ou folha) de T
Selecionar y’, um dos nos folha descendentes de y.
Seja s; a chave contida em y’ (Se y € folha, vy’ =y)
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Exemplo: insercao invalida
Inserir chave 10

s;=0

32=1OOO L=2
s; = 10010 B
s, = 11100 k=2
ss = 11101 c=4

Seja L o comprimento do maior prefixo comum de x € s;
(ou seja, x e s; coincidem exatamente até o L-ésimo
digito)

Seja ¢ o comprimento de s;

Se L = k, insercao invalida (x € prefixo de s;)

Se L = ¢, insercao invalida (s; € prefixo de x)
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Exemplo: insercao invalida
Inserir chave 10

s;=0

SQ=1OOO L=2
s; = 10010 B
s, = 11100 k=2
ss = 11101 c=4

Seja L o comprimento do maior prefixo comum de x € s;
(ou seja, x e s; coincidem exatamente até o L-ésimo
digito)

Seja ¢ o comprimento de s;

Se L = k, insercao invalida (x € prefixo de s;)

Se L = ¢, insercao invalida (s; € prefixo de x)
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Exemplo: insercao valida
Inserir chave 111101

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100
ss=11101
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Exemplo: insercao valida
Inserir chave 111101

s;=0
1000
10010
s, =11100

()]
w
i

Buscar 111101
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Exemplo: insercao valida
Inserir chave 111101

s;=0
1000
10010
s, =11100

()]
w
i

Buscar 111101
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Exemplo: insercao valida
Inserir chave 111101

s;=0
1000
10010
11100
11101

»
w
1 | | I |

Buscar 111101

A busca termina num no y (interno ou folha) de T
Selecionar y’, um dos nos folha descendentes de y.
Seja s; a chave contida em y’ (Se y € folha, vy’ =y)
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Exemplo: insercao valida
Inserir chave 111101

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100
ss=11101

Seja L o comprimento do maior prefixo comum de x € s;
(ou seja, x e s; coincidem exatamente até o L-ésimo
digito)

Seja ¢ o comprimento de s;

Se L = k, insercao invalida (x € prefixo de s;)

Se L = ¢, insercao invalida (s; € prefixo de x)




Exemplo: insercao valida
Inserir chave 111101

o)
1000
10010
11100
11101

Determinar n6 z de T onde sera feita a inclusao

Se y’ € o inico no em T, entao z = y’

Senao, seja 2’ o pai de y’, € A o caminho da raiz de T
até z’

Ser(z’)<1L+ 1entaoz =y’

Quando r(z’) > L + 1, z sera o no de A mais proximo
da raizde T, tal que r(z) >L + 1




Exemplo: insercao valida

Inserir chave 111101

0o X
I
4 W Yl

Criar dois nos novos, v e w, com rotulos
r(iv) =v+ 1, r(w) = x.
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Exemplo: insercao valida

Inserir chave 111101

76

O pai de v sera o antigo pai de z.




Exemplo: insercao valida

Inserir chave 111101

Os filhos de v serao w e z, sendo w o filho esquerdo
se d(L + 1) = 0 ou o direito quando d(L+ 1) =1
Se z era a raiz de T, a nova raiz passa a ser V.
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Exercicios

|. Desenhar a arvore digital correspondente ao conjunto de
chaves abaixo

AR ASA RAS

ARA ASAS RASA
ARAR ASSA RASAS
ARARA ASSAS SA

ARAS ASSAR SAARA
ARRASA ASSARA SARA
ARRASAR RA SARAR
ARRASARA RARA SARARAS

AS RARAS SARAS
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Exercicios

2. Simular o algoritmo de busca das chaves 11100, |11,
11101, 1010 na arvore Patricia abaixo

s;=0

s, = 1000
s; = 10010
s, =11100
ss=11101

se = 111101
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Exercicios

3.Inserir as chaves | I I, IOl, I 11 1 10 na arvore Patricia
abaixo

=0

= 1000
= 10010
=11100
= 11101
=111101
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