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ARVORES B+

E semelhante a drvore B, exceto por duas caracteristicas muito importantes:

Armazena dados somente nas folhas — os nés internos servem apenas de ponteiros

As folhas sdo encadeadas

Isso permite o armazenamento dos dados em um arquivo, e do indice em
outro arquivo separado



ARVORE B+ NA PRATICA

Arvores B+ séo muito importantes por sua eficiéncia, e muito utilizadas na

pratica:

* Os sistemas de arquivo NTFS, ReiserFS, NSS, XFS, e JFS utilizam este tipo de drvore para
indexagdo

* Sistemas de Geréncia de Banco de Dados como IBM DB2, Informix, Microsoft SQL Server,
Oracle, Sybase ASE, PostgreSQL, Firebird, MariaDB e SQLite permitem o uso deste tipo de
drvore para indexar tabelas

* Qutros sistemas de geréncia de dados como o CouchDB, Tokyo Cabinet e Tokyo Tyrant
permitem o uso deste tipo de drvore para acesso a dados



| EXEMPLO DE ARVORE B+ DE ORDEM D = 2
EII\II

01 o2 o4 | (209 115 |20 | [ERgs0 140 l4c a7 Bs1 [52 (56| Rgeoles 70| Rgeolss| |



| EXEMPLO DE ARVORE B+ DE ORDEM D = 2
EII\II

ﬂﬂﬂl (g 115 20 | BRgo0 [40 l4c a7 Bs1 52 (56 | Egeolss 70| | >EEII

Dados (list dd)




| EXEMPLO DE ARVORE B+ DE ORDEM D = 2




| EXEMPLO DE ARVORE B+ DE ORDEM D = 2

IMPORTANTE:

* Indices repetem valores de chave que aparecem nas folhas (diferente do
que acontece nas Arvores B)



BUSCA

S6 se pode ter certeza de que o registro foi encontrado quando se chega em
uma folha

Notar que comparacdes agora devem considerar a igualdade também
Achou chave que a chave buscada, desce pelo ponteiro da esquerda

Achou chave a chave buscada ou chegou ao fim da lista de chaves do né, desce pelo
ponteiro da direita



| "i"\ \“"\\

01 o2 o4 | (209 115 |20 | [ERgs0 140 l4c a7 Bs1 [52 (56| Rgeoles 70| Rgeolss| |



| "i"\ \“"\\

01 o2 /o4 | (209 115 |20 | [ERgo0 140 l4c a7 Bt [52 (56 | Egeoles 70| Rgeolss| |



INSERCAO

Quando for necessdrio particionar um né durante uma insergdo, o
mesmo raciocinio do particionamento em Arvore B é utilizado

A diferenca é que para a pagina pai sobe somente a chave. O registro
fica na folha, juntamente com a sua chave

ATENCAO:
Isso vale apenas se o né que estd sendo particionado for uma folha.

Se ndo for folha, o procedimento é o mesmo utilizado na arvore B



EXEMPLO DE INSERCAO EM ARVORE B+
INSERIR CHAVE 32

Inserir chave 32
Inserguo furlu puglnu flcur com 2d+1 chaves

| ”\"\ \“"\\

o1 o2 [oa| gos 115 [20]| B0 (4o Jas |47 B 51 5226 || Egeoles 7ol Rgeolas| |




EXEMPLO DE INSERCAO EM ARVORE B+

INSERIR CHAVE 32 ordem d =

" m
i '\"\ N

mmm. > mum. ------ > mmm.,mam. >mm.. >mm..
Q
.-.. Criar nova pagina Q



| EXEMPLO DE INSERCAO EM ARVORE B+
INSERIR CHAVE 32 5o e e o chespéines (30 32 401 46547

chave d+1 sobe para né pai W (mas registro é mantido na nova pdgina)
d+1 chaves restantes na nova pdgina Q

" m
NN N N

o1 Joz Jos | o9 15 jz0 | Sso 3z, | [R5t 52056 | ggeoles o] Feoles| |

ordemd =2

Q
el



EXEMPLO DE INSERCAO EM ARVORE B+
INSERIR CHAVE 32

—
NN NN

o1 [02 joa | Bgo9 |15 |20 | 30 32| | st [52(s6 | gdeoles 70| [Efsols3| |

mm. Ajustar ponteiros da lista encadeada
15



EXEMPLO DE INSERCAO EM ARVORE B+
INSERIR CHAVE 32

mserirmemiﬂ /Imlk-l:l Iy

o1 o2 Jo4 | oo [15 20| a0 32| | st 5256 | ggeolss 70| [geolss| |
¥.

40 Ja6 a7 | |



EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

e “{ /LN

IR / -OEE- OO g’ 52 (56| Rgeoles 7ol Egeolas|
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s 15 o | NG T T R



Inserir chave 44
/ /IEIK HIm

EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
Insercdo faria pagina ficar com 2d+1 chaves
mmm- »Eﬂll WEII ------------ o1 152056 | Egoeoles o] Rdeojes] |

DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44
m/lmlwiﬂicionar 0 né
09] [a0 ﬂ\




EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

e

o102 04| g 3 WEII ------------ g’ 52 (56| Rgeoles 7ol Egeolas|

N\

’ \
__________________

s 15 o | »mmm EEEE

Criar nova pdgina Q



ordemd =2

EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

Dividir as chaves entre as duas pdginas (40; 42; 44; 46; 47)

d chaves na pdgina original P
chave d+1 sobe para né pai W (mas registro € mantido na nova pdagina)
d+1 chaves restantes na nova pdgina Q

Elﬂﬂ- ------------ g’ 52 (56| Rgeoles 7ol Egeolas|

N\

’ \
__________________

’

*mﬂll oo



EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

AR

Ajustar ponteiros da lista encadeada

\ b4 ‘--
~ - L —p—"
--N o _—— - -—— ---.

T R *Wﬂll—--- el

N



EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

Inserir 44 em W
Ndo hd espago: particionar
sl ||
/IEE Hil

Como é né interno, vale a mesma regra
de particionamento em Arvore B

\ b4 ‘--
~ - —
--N -———— _— ——— -——

T R *mﬂll---- el
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EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

w

\ L d ~~_
~ - L —p—"
--N ———— LN ) ———-—---.

‘oo Do el

Criar nova pdgina Q




ordem d = 2
Dividir as chaves entre as duas pdginas (09; 30; 40; 44; 48)

d chaves na pdgina original P
chave d+1 sobe para né pai W DM PARTICIONAMENTO
chaves d+2 em diante na nova pdgina Q

" UL NU INTEKNU: INDEKIK CHAVE 44
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EXEMPLO DE INSERCAO COM PARTICIONAMENTO
DE NO INTERNO: INSERIR CHAVE 44

N

\
Nl T TR




EXCLUSAO

Excluir apenas no né folha

Chaves excluidas continuam nos nds intermedidrios
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EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 30

"
| \"\ NS

01 o2 o4 | Egoo 115 |20 | R |40 l4c a7 Bs1 [52 (56| Rgeoles 70| Rgeolss| |



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 30

0 valor 30 contnua no dic ﬂl\ll
=<

01 o2 /o4 | (Egoo 115 |20 | R0 la6 a7 | [t [s2 (56| Rgeoles 70| Rgeolss| |



EXCLUSAO QUE CAUSA CONCATENACAO

Exclusdes que causem concatenacdo de folhas podem se propagar para os
nds internos da drvore

Importante:

Se a concatenacdo ocorrer na folha: a chave do né pai nédo desce para o né
concatenado, pois ele ndo carrega dados com ele. Ele é simplesmente apagado.

Se a concatenacdo ocorrer em né interno: usa-se a mesma légica utilizada na darvore B

29



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

"
| "i"\ NS

o1 jo2jos | Zgoo lis | | R0 lss a7 | RSt | | Rgeoles| | Rgeolss| |



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

"
| ”{"\ N

o1 o2 o4 | Egoo lis | | R0 lss a7 | REs1| | | Rgeoles| | Rgeolss| |

NS ficou com menos de d entradas — necessdrio tratar isso
Soma dos registros de P e Q < 2d
Usar concatenagdo



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

"
| ”{"\ N

o1 o2 o4 | Egoo 15| | R0 lae a7 | Rs1jsoles| B4 | | | Rgeolss| |

Concatenacdo:
Passar os registros de Q para P
Eliminar a chave em W que divide os ponteiros para as pdginas P e Q



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

g
—~ =

o1 o2 o4 | Egoo 15| | R0 lae a7 | Rs1jsoles| B4 | | | Rgeolss| |

Concatenacdo:
Passar os registros de Q para P
Eliminar a chave em W que divide os ponteiros para as pdginas P e Q



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

g
—~ =

o1 o2 o4 | Egoo 15| | R0 lae a7 | Rs1jsoles| B4 | | | Rgeolss| |

Eliminar né Q



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

ﬂl\ll

—~ =

o1 fo2fos| Moo [i5| | Mo [sc (a7 | M) oo o5 | EGEG—_—_-—_—0=

Eliminar né Q



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

m'\" NSé W ficou com menos de d chaves
I {\ \ ]

0102 |04 | o9 15| | WEES40 (46 a7 | [MES1 60 (65 | == 980 (83 | | |



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

ﬂl\ll

~< =

010204 | Moo 15| | WMo (s [s7| M) oo [c5 | NEGEG—_——_——

Soma de total de chaves de P e Q < 2d
Solugdio: concatenagdio



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

HiEINIE
Apagar Q

=

0102 (04| WMo [15| | WEN40 |46 (47 | [BEN51 [60 (65 | OEEE—_—_—GG_



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52




EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

Como a raiz ficou vazia, apagar a raiz. P é a nova raiz.

N —

0102 (04| WMo [15| | WEN40 |46 (47 | [BEN51 [60 (65 | OEEE—_—_—GG_ 980 (83 | | |



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 52

Como a raiz ficou vazia, apagar a raiz. P é a nova raiz.

N —

0102 (04| WMo [15| | WEN40 |46 (47 | [BEN51 [60 (65 | OEEE—_—_—GG_ 980 (83 | | |



EXCLUSAO QUE CAUSA REDISTRIBUICAO

Exclusdes que causem redistribui¢cdo dos registros nas folhas provocam
mudangas no conteddo do indice, mas ndo na estrutura (ndo se propagam)



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 15

"
| "i"\ NS

o1 jo2jos | Zgoo | | | R0 lae a7 | RRs1 [s2(56| Rgeoles 7o Rgeolss| |



| EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 15

e~
PR

or o 01| Bos " BT oy | I 5256 Mooos ro| Weoleo| |

N6 ficou com menos de d entradas — necessdrio tratar isso

A soma dos registros dos irmdos adjacentes é >= 2d

Solucdo: redistribuigdo

Como existem 2 op¢des, vamos optar pelo né da direita u



EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 15

"
PR

or o2 01| Bos | Wi 7| [ 5256 Mooos ro| Weoleo| |

MAS... Se a chave do né pai ndo precisa descer (porque ndo tem contetdo,

tem apenas a chave), porque ndo podemos concatenar P e Q, j& que nesse exemplo a soma é =2d?
Resposta: ao concatenar P e Q, a pdgina concatenada ficaria cheiq, e a préxima

insercdo neste né causaria um particionamento. Para evitar isso, continuamos
obedecendo o critério: fazer concatenag¢do apenas quando a soma da quantidade de chaves
< 2d, e, sempre que tivermos as duas opg¢des, optaremos pela redistribuicdo, que ndo se propaga.



| EXEMPLO DE EXCLUSAO EM ARVORE B+
EXCLUIR CHAVE 15

B~
PR

or o 01| Bos o] | BTy 5256 Mooos ro| Weoleo| |

(09; 40; 46; 47)

d primeiras chaves ficam em P

Chave d+1 sobe para substituir a chave que j& existia |4

Registros d+1 em diante ficam em Q

Note que a chave 46 sobe para W para substituir a chave 30, mas o registro correspondente é
colocado em Q. 4




EXEMPLO

(MOSTRANDO 0OS DADOS NAS FOLHAS)

Neste exemplo, a drvore B+ tem o
né raiz e 3 folhas

Ordem da drvore é d = 2

RONAN

CLARA

RAQUEL

ADRIEL

MARIANA

JONAS

MATHIAS

SANDRO

= 2| =2

JOSE

z

MARIA

ANA

10

MARCOS

47



CONSIDERACOES SOBRE IMPLEMENTACAO EM
DISCO

Pode-se utilizar trés arquivos:
Um arquivo para armazenar os metadados
Ponteiro para a raiz da drvore
Flag indicando se a raiz é folha
Um arquivo para armazenar o indice (nds internos da drvore)

Um arquivo para armazenar os dados (folhas da drvore)



ESTRUTURA DO ARQUIVO DE INDICE

O arquivo de indice estard estruturado em nés (blocos/pdginas)
Ele contém os nds internos da drvore

Cada né possui
Inteiro representando o nimero de chaves (m) armazenadas no né
Flag booleano que diz se pdgina aponta para né folha (TRUE se sim, FALSE se ndo)
Ponteiro para o né pai (para facilitar a implementacdo de concatenagdo)

Por (511 p])l (S2lp2)l o0 (Sdlpd)l (Sd+1lpd+1)l o0 (S2d+1l p2d+1)l onde:

p; € um ponteiro para uma pdgina (dentro deste arquivo, se flag é FALSE, no arquivo de dados, se
flag é TRUE)

s; € uma chave

49



ESTRUTURA DO ARQUIVO DE DADOS

O arquivo de dados também estard estruturado em nés (blocos/pdginas)
Ele contém os nés folhas da drvore

Cada né possui
Inteiro representando o nimero de registros (m) armazenadas no né
Ponteiro para o né pai (para facilitar a implementacdo de concatenacdo)
Ponteiro para a préxima pdgina

m registros

50



CONSIDERACOES SOBRE IMPLEMENTACAO

Se o sistema de armazenamento tem tamanho de bloco de B bytes, e as
chaves a serem armazenadas tém tamanho k bytes, a drvore B+ mais
eficiente é a de ordem d= (B / k) = 1

Exemplo prdtico:
Tamanho do bloco do disco B = 4KB = 4096 bytes
Tamanho da chave k = 4 bytes

d = (4096/4) -1 = 1023

Quantas chaves cada né da drvore comportard no mdximo, nessa situagdo?
2d = 2046 chaves!

51



EXERCICIO: ARVORE B+

a) Desenhar uma drvore B+ de ordem 2 que contenha registros com as
seguintes chaves: 1, 2, 3, 8, 15, 35, 36, 38, 39, 41, 43, 45, 51, 59

b) Sobre o resultado do exercicio (a), excluir os registros de chave: 3, 38, 1,
41

c) Sobre o resultado do exercicio (b), incluir os registros de chave: 5, 14, 52,

53, 54

52
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